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Resumo— Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento e
o controle de posiç̃ao de um sistema barra e bola. A barra
possui uma extremidade fixa, em que um sensor infravermelho
acoplado faz a mediç̃ao da posiç̃ao da bola, e uma extremidade
móvel em que o servo motor atua. A aquisiç̃ao dos dados e
implementaç̃ao do sistema de controle de posição é realizada
por meio de um microcontrolador. Um controlador Proporcional,
Integral e Derivativo (PID), projetado por meio do método
algébrico, empregado para estabilizar a bola ajustando ôangulo
da barra. O desempenho do sistema foi avaliado por meio de
um estudo comparativo utilizando os controladores Proporcinal
(P) e Proporcional e Derivativo (PD), os resultados obtidos
demonstram a eficîencia do sistema de controle empregado e
do sistema construı́do.

Palavras-Chave— Sistema de controle, barra e bola, contro-
lador PID.

Abstract— This work presents the development and position
control of a bar and ball system. The bar has a fixed end, to which
an attached infrared sensor measures the position of the ball, and
a movable end to which the servo motor acts. Data acquisition
and implementation of the position control system are carried out
using a microcontroller. A Proportional, Integral and Deri vative
(PID) controller, designed using the algebraic method, used to
stabilize the ball by adjusting the angle of the bar. The system
performance was evaluated through a comparative study using
Proportional (P), Proportional and Derivative PD controll ers and
the results obtained demonstrate the efficiency of the control
system used and the system built.
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I. I NTRODUÇÃO

O controle de um sistema barra e bola é uma problemática
bastante analisada na área de controle de processos. Segundo
[1], a análise desse tipo de sistema é bastante importantena
área aeroespacial e no ambiente acadêmico. Na área aeroespa-
cial são utilizados principalmente nas análises de estabilização
horizontal, decolagem e pouso e durante uma ocorrência de
uma turbulência. Por outro lado, no ambiente acadêmico
este tipo de sistema é utilizado como recurso didático para
demonstração de desempenho e criação de novas rotinas e
teorias de controle [5]. O sistema barra e bola é bastante
simples e consiste basicamente em uma bola se movimentando
livremente sobre uma barra, sendo este um sistema e possui
dois graus de liberdade, um de translação da bola e o outro
de variação angular da barra, não linear e instável em malha
aberta [2].

Para estabilizar a bola, um sinal de controle deve ser apli-
cado ao servo motor de modo a ajustar o ângulo da barra, con-
forme ilustrado na Figura 2. Portanto, o principal objetivodo

controlador é controlar a posição da bola por meio do ajuste do
ângulo do servo motor. Nos últimos anos diversas estratégias
de controle convencionais e não-convencionais aplicadasao
sistema barra e bola foram utilizadas, tais como: controle PID
e PD [1], [4], [5], lógicafuzzy[2], [15], [16], integração entre
controle e observadores de estados variantes no tempo [3],
[17], redes neurais artificiais [6], integração entre lógica fuzzy
e redes neurais artificiais [7], controle ótimo [8], [10], [11],
controle por superfı́cie deslizante [9], abordagem não-linear de
trajetória baseada em realimentação [18] e controle preditivo
baseado em modelo [14], [12], [13].

Neste artigo é apresentado o projeto e o controle de um
sistema barra e bola. O sistema barra e bola foi construı́do
com base no modelo desenvolvido por [1]. Todas as partes
do sistema, barra, braço de alavanca, peças de sustentação
do sistema e de fixação e sustentação do servo motor, foram
construı́das utilizando uma impressora 3D de filamento ABS.
Os parâmetros do controlador PID utilizado neste trabalho
foram projetos por meio do critério de desempenho, em malha
fechada, requerido pela aplicação. O desempenho do sistema
foi avaliado por meio de um estudo comparativo utilizando
os controladores PI e PD e os resultados obtidos demonstram
a eficiência do sistema de controle empregado e do sistema
construı́do.

II. M ODELAGEM DO SISTEMA

A modelagem matemática do sistema é obtida por meio das
equações da mecânica Newtoniana ou Lagrangiana. Neste tra-
balho o modelo matemático foi obtido por meio das equações
mecânica Newtoniana, sendo o sistema barra bola, apresentado
na Figura 1, composto por: uma barra, uma bola, um braço
de alavanca e um motor [1].
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Fig. 1. Representação do sistema barra bola.

Segundo [1], a relação entre o ângulo da barra e a posição
da bola pode ser obtido por meio das equações de movimento.



Considerando que a bola gire livremente pelo plano inclinado,
o diagrama de corpo livre do sistema é apresentado na Figura
2.
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Fig. 2. Diagrama de corpo livre do sistema

De acordo com o diagrama de corpo livre, a força resultante
no eixo x é dada por:

Fres = Ftrans + Frot, (1)

sendo:
Ftrans = mẍ (2)

Frot =
J

R
ẍ (3)

Substituindo as Equações 2 e 3 na Equação 1, temos que:

Fres = mẍ+
J

R
ẍ (4)

Fres = (m+
J

R
)ẍ (5)

M = m+
J

R2
(6)

Considerando a ação das forças perpendiculares à barra, temos
que:

Ftrans = −mg sin(θ1) (7)

(m+
J

R2
)ẍ = −mg sin(θ1) (8)

(m+
J

R2
)ẍ +mg sin(θ1) = 0 (9)

mg sin(θ1) = mgθ1 (10)

Logo, a equação do movimento do sistema é dada por:
(

m+
J

R2

)

ẍ+mgθ1 = 0 (11)

Aplicando a transformada de Laplace e, considerando
condições iniciais nulas, tem-se a Equação 12:

(

m+
J

R2

)

X(s)s2 +mg
dΘ(s)

l
= 0 (12)

Reescrevendo a Equação 12, obtém-se a função de trans-
ferência que estabelece a relação entre a posição da bola e
o ângulo do servomotor, como segue:

X(s)

Θ(s)
=

−mgd

L

(

m+
J

R2

)

1

s2
(13)

Para o caso em que a bola é oca, o momento de inércia é dado

por:

J =
2

3
mR2 (14)

Substituindo a Equação 14 na Equação 13, obtém-se a função
de transferência do sistema:

X(s)

Θ(s)
=

−3gd

5L

1

s2
(15)

III. D ESCRIÇÃO DO SISTEMA

Na Figura 3 é ilustrado o protótipo do sistema barra e bola
desenvolvido neste trabalho.

Fig. 3. Protótipo do sistema barra e bola

De acordo com a Figura 3, o protótipo é composto por
uma barra, uma bola, um sensor de distância Sharp modelo
GP2Y0A21Y, um servo motor modelo MG995 e uma placa
Arduı́no mega 2560. O sensor de distância Sharp modelo
GP2Y0A21Y utiliza a tecnologia de reflexão de luz infraver-
melha para estimar a distância entre o sensor e um objeto
refletor, com uma faixa de medição entre 10 e 80 centı́metros.
A placa Arduı́no Mega 2560 é baseada no microcontrolador
ATmega2560 e, possui 54 portas de entrada e saı́das dig-
itais e analógicas, 12 portas PWM, portas seriais, USB e
comunicação com outros dispositivos via protocolos comoI2C
e SPI. Na Figura 4 é apresentado o diagrama de blocos de
controle do sistema barra e bola utilizando um controlador
PID.
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Fig. 4. Diagrama de blocos de controle do sistema barra e bola

Na Tabela I são apresentados os parâmetros do sistema
desenvolvido neste trabalho.



TABELA I

PARÂMETROS DO SISTEMA

Descrição Sı́mbolo Valores Unidade
Massa da bola m 0,0027 Kg
Raio da bola R 0,02 m

Braço da alavanca d 0,02 m
Aceleração da gravidade g -9,8 m/s2

Comprimento da barra L 0,35 m
Momento de inércia J 4,32x10−7 Kgm2

Substituindo os parâmetros do sistema, apresentados na
Tabela I, na Equação 15, encontra-se a seguinte função de
transferência:

X(s)

Θ(s)
=

0, 336

s2
(16)

1) Critério de Projeto do Controlador PID:O controlador
PID, utilizado neste trabalho, foi projetado com base no
critério de desempenho, em malha fechada, requerido pela
aplicação. Considerando a função de transferência dosistema
e do controlador escrita em termos dos seguintes polinômios
[19]:

G(s) =
Z(s)

R(s)
(17)

Gc(s) =
P (s)

L(s)
(18)

sendo:Z(s) = 0, 336, R(s) = s2, P (s) = kds
2 + kps+ ki e

L(s) = s

A função de transferência de malha aberta do sistema com
o controlador PID é dada por:

Gma(s) =
P (s)Z(s)

R(s)L(s)
(19)

A função de transferência de malha fechada do sistema com
o controlador PID é dada por:

T (s) =
Z(s)P (s)

Z(s)P (s) +R(s)L(s)
(20)

Baseado na Equação 20, o comportamento dinâmico do
sistema pode ser dado por:

Z(s)P (s) +R(s)L(s) = A∗(s) (21)

P (s) e L(s) são os polinômios do controlador PID que
satisfazem a Equação 21 eA∗(s) é o polinômio cujos polos
são obtidos a partir do desempenho requerido, sendo dado por
[19]:

A∗(s) = (s2 + 2ξωns+ ω2

n)(s+ 5ξωn) (22)

Os ganhos do controlador PID são obtidos resolvendo a
Equação 21, como segue:

s3 + 0, 336kds
2 + 0, 336kps+ 0, 336ki (23)

s3 + 7ξωns
2 + (10ξ2ω2

n + ω2

n)s+ 5ξω3

n (24)

Fazendo igualdade de polinômios, temos que:

kp =
(10ξ2ω2

n + ω2

n)

0, 336
(25)

ki =
5ξω3

n

0, 336
(26)

kd =
7ξωn

0, 336
(27)

IV. RESULTADOSEXPERIMENTAIS

Os resultados experimentais foram desenvolvidos em um
sistema barra e bola, ilustrado na Figura 3, composto por
uma placa Arduino Mega 2560 conectado a um microcom-
putador. O algoritmo de medição e o controladores foram
implementados usando linguagem C com um perı́odo de
amostragem de 50ms. Os controladores foram discretizados
utilizando o métodoZero-Order-Hold (ZOH). Os resultados
experimentais obtidos foram realizados considerando dois
cenários de operação: um primeiro cenário que visa analisar
o comportamento do sistema operando com uma bola oca
e o segundo cenário com o sistema operando com uma
bola maciça. A mudança da bola tem como intuito avaliar
a robustez do sistema de controle quando a planta do sistema
é alterado. Neste caso, foi utilizado uma bola maciça com um
raio R = 0, 0125m e uma massam = 0.0122Kg. Neste caso,
a função de transferência do sistema com uma bola maciçaé
dada por:

X(s)

Θ(s)
=

0, 4

s2
(28)

A. Primeiro Ceńario

Inicialmente foi analisado a resposta do sistema barra e bola
em malha fechada com um controlador Proporcional, uma bola
oca e uma referência degrau de 20 cm. A resposta do sistema
com um controlador Proporcional é apresentado na Figura 5.
De acordo com a Figura 5, com um controlador Proporcional
a resposta do sistema é oscilatória e portanto instável.
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Fig. 5. Resposta do sistema com um controlador Proporcional

Na Figura 6 é apresentada a resposta do sistema barra e
bola utilizando um controlador PD. De acordo com a Figura
6, com a utilização do controlador PD o sistema apresentou
resposta transitória com um sobressinal de aproximadamente
Mp

∼= 7, 2% e tempo de acomodação de aproximadamente
ts(2%) = 0, 65s. Entretanto, a resposta do sistema apresentou
erro em regime permanente de aproximadamente6, 5%.
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Fig. 6. Resposta do sistema com um controlador PD

Na Figura 7 é ilustrada a resposta do sistema barra e bola
utilizando um controlador PID. Baseado na Figura 7 utilizando
o controlador PID o sistema apresentou resposta transitória
com um sobressinal de aproximadamenteMp

∼= 56, 2% e
tempo de acomodação de aproximadamentets(2%) = 1s.
No entanto, com o controlador PID a resposta do sistema
apresentou erro nulo em regime permanente.
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Fig. 7. Resposta do sistema com um controlador PID

B. Segundo Ceńario

Na Figura 8 é apresentada a resposta do sistema com um
controlador Proporcional para uma variação na planta. De
acordo com a Figura 8, com um controlador Proporcional a
resposta do sistema é oscilatória e, embora apresente uma
amplitude menor o comportamento do sistema também é
instável.
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Fig. 8. Resposta do sistema com um controlador Proporcional

Na Figura 9 é apresentada a resposta do sistema barra e
bola utilizando um controlador PD, considerando uma bola
maciça. De acordo com a Figura 9, o sistema apresentou uma
resposta transitória com sobressinal aproximadamente nulo, no
entanto o erro em regime permanente foi de aproximadamente
e(∞) ∼= 17, 6%.
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Fig. 9. Resposta do sistema com um controlador PID

Na Figura 10 é ilustrada a resposta do sistema barra e
bola utilizando um controlador PID, considerando uma bola
maciça. De acordo com a Figura 10 utilizando o controlador
PID o sistema apresentou resposta transitória com um sobressi-
nal de aproximadamenteMp

∼= 30% e tempo de acomodação
de aproximadamentets(2%) = 0, 85s. No entanto, com o
controlador PID a resposta do sistema em regime permanente
apresentou um erro de aproximadamente1, 5%.
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Fig. 10. Resposta do sistema com um controlador PID



V. CONCLUSÕES

Neste artigo foi apresentado o desenvolvimento e o controle
de um sistema barra e bola. O projeto do controlador PID
utilizado foi realizado com base no critério de desempenho,
em malha fechada, requerido pela aplicação. A validação do
sistema de controle foi desenvolvido por um estudo com-
parativo com os controladores P e PD. Os resultados foram
desenvolvidos considerando os cenários utilizando uma bola
oca e uma bola maciça.

Baseado nos resultados experimentais obtidos, o contro-
lador PID apresentou resultados bastante satisfatórios quando
comparado aos resultados obtidos pelos controladores P e
PD. Utilizando o controlador PID, o sistema de barra e
bola manteve-se estável, em ambos os cenários de operaç˜ao.
Portanto, o controlador PID apresentou uma maior robustez e
melhor desempenho.
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