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Resumo: O planejamento da expansão de redes de transmissão (PERT) é fundamental para o bom funcionamento 

de um sistema elétrico de potência. Trata-se de um problema altamente complexo, caracterizado por sua natureza 

mista inteira, não linear e não convexa. Nesse contexto, técnicas metaheurísticas se destacam por produzir soluções 

(alternativas de expansão) ótimas ou próximas das ótimas para problemas combinatórios dessa natureza. Nos 

últimos anos, o algoritmo Particle Swarm Optimization - PSO tem ganhado crescente atenção em diversos campos 

de estudo. Considerando esse cenário, este artigo propõe a aplicação do algoritmo QPSO (Quantum PSO), com 

atrator gaussiano (Gaussian QPSO - GQPSO), como método de formulação de soluções para o PERT estático 

(PESTe). A rede elétrica é modelada por um fluxo de carga em corrente contínua (DC) e desconsidera as perdas 

ativas nos circuitos. A performance do otimizador proposto foi validado através de simulações de dois sistemas 

amplamente conhecidos na literatura: o sistema IEEE (24 barras/41 ramos) e o sistema equivalente Sul do Brasil 

(46 barras/79 ramos). Os resultados alcançados demonstram a viabilidade e a eficiência da técnica apresentada, 

oferecendo novos insights para o aperfeiçoamento do PSO. 
 

Palavras-chave: sistemas elétricos de potência; planejamento da expansão de sistemas de transmissão; otimização 

por enxame de partículas; PSO quântico; fluxo de potência DC. 

Static transmission network expansion planning using 

quantum PSO with gaussian attractor 

Abstract: Transmission network expansion planning (TNEP) is essential for the proper functioning of an electric 

power system. This is a highly complex problem, characterized by its mixed-integer, nonlinear, and non-convex 

nature. In this context, meta-heuristic techniques stand out for producing optimal or near-optimal solutions 

(expansion alternatives) for combinatorial problems of this nature. In recent years, the Particle Swarm 

Optimization (PSO) algorithm has gained increasing attention in various fields of study. Given this scenario, this 

article proposes the application of the QPSO (Quantum PSO) algorithm, with a Gaussian attractor (Gaussian 

QPSO—GQPSO), as a method for formulating solutions for static TNEP (sTNEP). The power grid is modeled by 

a direct current (DC) load flow and disregards active losses in the circuits. The performance of the proposed 

optimizer was validated through simulations of two systems widely known in the literature: the IEEE system (24 

buses/41 branches) and the equivalent Southern Brazil system (46 buses/79 branches). The results achieved 

demonstrate the feasibility and efficiency of the presented technique, offering new insights for the improvement of 

PSO. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Modalidade de planejamento, representação da rede e critério de adição de circuitos 

A modalidade de planejamento da expansão da rede de transmissão considerada neste trabalho é a conhecida na 

bibliografia especializada [1, 2] como planejamento estático (PERTe). Isto significa que os circuitos são integrados à 

rede ao término do período analisado. 

No que diz respeito à representação da rede, optou-se pelo modelo DC [3], amplamente em pregado em modelos 

de otimização de PERTe [4]e considerado o mais próximo do modelo de corrente alternada (CA). Este modelo 

possibilita o cálculo dos fluxos de potência ativa nos circuitos de maneira simples, ágil e comum a precisão adequada 

para o horizonte de logo prazo [5]. 

Com relação ao critério para adição dos circuitos na rede, optou-se pelo critério determinístico N-0, usado 

em[8,9]. Este critério de dimensionamento não garante o atendimento à demanda em contingência simples. 

1.2. Característica do PERTe 

O problema do PERTe, mesmo quando representado pelo modelo DC, configura-se como um problema de 

programação não linear, não convexo e de natureza inteira mista [6,7], muito difícil de ser resolvido, principalmente 

quando a rede de transmissão tem muitas barras (conectadas e isoladas) e muitos circuitos (existentes e candidatos). 

Como existem muitas possibilidades de adições de circuitos no problema do PERTe, os tempos computacionais 

gastos pelos algoritmos para encontrar a combinação de custo mínimo [10] é um motivo de preocupação. 

Além da questão relacionada à explosão combinatória, o problema do PERTe possui diversas alternativas 

subótimas [11], o que amplifica bastante o risco de os algoritmos não alcançarem a alternativa de custo mínimo global 

em um tempo computacional razoável. Portanto, é importante concentrar esforços na criação de algoritmos que sejam 

rápidos e eficazes, sobretudo para resolver também problemas de PERTe de sistemas de grandes dimensões. 

Atualmente, existe uma variedade muito grande de algoritmos propostos para solucionar problemas de PERTe, 

quena literatura técnica estão classificados em três grandes categorias: a) otimização clássica, como os algoritmos 

branch-and-bound [8, 12, 14], e os baseados em decomposição de Benders [15, 17], b) os algoritmos heurísticos 

construtivos [18, 20], e c) os algoritmos metaheurísticos [21-23]. 

1.3. Aplicação do PSO ao PERTe 

Neste trabalho, optamos pelo uso de um algoritmo metaheurístico, tendo em vista que ele, frequentemente, 

encontra a alternativa de mínimo custo ou alternativas de alta qualidade, mesmo quando aplicados em redes elétricas 

de grande dimensão, com tempo computacional aceitável [11, 22]. 

Um dos algoritmos metaheurísticos que tem sido largamente utilizado para resolver problemas ligados a sistemas 

elétricos [24], por conta da sua eficiência e flexibilidade, é o algoritmo PSO, desenvolvido por [25]. Este algoritmo 

pertence a família de inteligência de enxames, e é reconhecido por sua eficácia em solucionar problemas de otimização 

não-linear de grande escala. 

Ao longo dos anos, diversas variantes do PSO foram elaboradas e publicadas [26-66] para solucionar problemas 

relacionados ao PERTe e ao PERTd. A Tabela 1 descreve os sistemas utilizados nas referências e a Tabela 2 indica os 

anos das pesquisas, os tipos de planejamentos, os modelos de fluxos de potência - FP (FPcc ou FPca) utilizados, os 

critérios de confiabilidade (N-0 ou N-1) e os sistemas utilizados em cada pesquisa. 

Tabela 1: Descrição dos sistemas testados (Autoria própria) 

Nomenclatura Descrição 

JSPC-13/19 Sistema Província de Jiang Su da China - 13 barras/19 ramos 

G-6/15 Sistema Garver - 6 barras/15 ramos 

SSEC-18/27 Sistema Sudeste da China - 18 barras/27 ramos 

IEEE-24/41 Sistema IEEE - 24 barras/41 ramos 

ST1-18/32 Sistema Típico 1 - 18 barras/32 ramos 

SRA-18/18 Sistema Regional do Azerbaijão - 18 barras/58 ramos 

SLI-61/72 Sistema Leste da Iugoslávia - 61 barras/72 ramos 

SSB-46/79 Sistema Sul do Brasil - 46 barras/79 ramos 

ST2-25/25 Sistema Típico 2 - 25 barras/25 ramos 

SSEB-79/143 Sistema Sudeste do Brasil - 79 barras/143 ramos 

IEEEm-24/41 Sistema IEEE Modificado - 24 barras/41 ramos 

SE-71/124 Sistema Egípcio - 71 barras/124 ramos 

IEEE-30/41 Sistema IEEE - 30 barras/41 ramos 

IEEE-14/20 Sistema IEEE - 14 barras/20 ramos 

SOSR-97/126 Parte do Sistema Ocidental e Sudoeste Romano 

;:;:. 
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Tabela 2: Sistemas testados com o PSO e variantes [26-66] (Autoria própria) 

Ano, Ref. Tipo de PET FP Critério Nomenclatura dos Sistemas 

2005 [26] PERTe FPcc N-0 JSPC -13/19 

2006 [27] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SSEC-18/27 

2006 [28] PERTe FPca N-0 SG-6/15 e ST1-18/32 

2007 [29] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SSEC-18/27 

2009 [30] PERTe FPcc N-1 IEEE-24/41 

2009 [31] PERTe FPcc N-0 SRA-18/58 

2010 [32] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SRA-18/58 

2010 [33] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 

2010 [34] PERTe FPcc N-0 SLI-61/72 

2010 [35] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SRA-18/58 

2010 [36] PERTe FPcc N-0 SRA-18/58 

2011 [37] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2011 [38] PERTd FPcc N-0 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2011 [39] PERTe FPcc N-1 IEEE-24/41 

2012 [40] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2012 [41] PERTe FPcc N-1 SG-6/15 e SRA-18/58 

2012 [42] PERTe FPcc N-0 SG-6/15, IEEE-24/41 e SSB-46/79 

2012 [43] PERTd FPcc N-1 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2012 [44] PERTd FPcc N-1 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2013 [45] PERTe FPcc N-0 IEEE-24/41 e ST2-25/25 

2013 [46] PERTe FPca N-0 SSEC-18/27 

2013 [47] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 

2013 [48] PERTd FPcc N-0 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2013 [49] PERTd FPcc N-1 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2014 [50] PERTe FPca N-0 SOSR-97/126 

2014 [51] PERTe FPcc N-0 SG-6/15, SSB-46/79 e SSEB-79/143 

2014 [52] PERTd FPcc N-1 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2014 [53] PERTe FPca N-0 IEEE-24/41 

2014 [54] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SSB-46/79 

2014 [55] PERTe FPcc N-0 SG-6/15, IEEE-24/41 e SSB-46/79 

2015 [56] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SSB-46/79 

2016 [57] PERTe FPca N-0 SG-6/15 

2016 [58] PERTd FPca N-0 IEEEm-24/41 

2017 [59] PERTe FPcc N-1 SG-6/15 

2017 [60] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 e SE-71/124 

2018 [61] PERTe FPcc N-0 SG-6/15 

2019 [62] PERTe FPca N-0 IEEE-30/41 

2020 [63] PERTd FPcc N-1 SG-6/15 e IEEE-24/41 

2023 [64] PERTe FPcc N-0 SG-6/15, IEEE-14/20 e IEEE-24/41 

2023 [65] PERTe FPca N-0 SG-6/15 

2025 [66] PERTd FPca N-0 SG-6/15 

1.4. Algoritmos QPSO e GQPSO 

Nos trabalhos [67,68] o PSO com comportamento quântico das partículas, denominado de algoritmo QPSO, foi 

utilizado para obter as soluções ótimas de várias funções contínuas de referências, na calibração dos parâmetros de 

um regulador de velocidade e de um estabilizador de um sistema real. Como as soluções alcançadas em ambas as 

pesquisas foram consideradas robustas, os autores chegaram à conclusão de que o QPSO apresenta benefícios em 

relação ao PSO tradicional. 

Com o objetivo de aprimorar a eficiência do algoritmo QPSO, o artigo [69] introduziu um mecanismo de mutação, 

baseado em uma distribuição de probabilidade gaussiana, originando um novo algoritmo de otimização denominado 

de GQPSO. Este algoritmo foi testado na otimização da configuração de um solenoide de Loney, sendo a solução 

encontrada considerada satisfatória. 

Na pesquisa [70], o algoritmo GQPSO foi testado com três modalidades de mutação, visando resolver dois 

problemas de otimização contínua com restrições. Os resultados evidenciaram melhoria no desempenho do QPSO, ao 

evitar a convergência prematura para soluções subótimas. 

1.5. Algoritmo proposto (PERTe-GQPSO) 

Em virtude dos bons resultados do algoritmo GQPSO e por ainda não ter sido utilizado na resolução de problemas 

de PERT, este trabalho preserva a estrutura baseada no Algoritmo Genético de Chu-Beasley (AGCB), utilizada em 
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[21], e propõe um novo algoritmo de otimização, denominado de PERTe-GQPSO. Nele, as alternativas candidatas são 

geradas pelo algoritmo GQPSO, e não pelo algoritmo genético (AG). 

Além disso, o algoritmo PERTe-GQPSO utiliza uma etapa adicional, na qual um operador de intensificação de 

busca local é aplicado à alternativa de menor custo global. Em [71, 72], a estrutura do AGCB foi mesclada com o 

algoritmo dos morcegos (BA) [73], para gerar as alternativas candidatas, e foram obtidos resultados bastantes robustos. 

A eficácia do otimizador PERTe-GQPSO foi demostrada utilizando os sistemas IEEE-24/41 e SSB-46/79. As 

alternativas de menor custo obtidas foram comparadas com resultados de métodos exatos e aproximados, divulgados 

na literatura técnica especializada. 

1.6. Organização do Artigo 

As seções subsequentes estão dispostas da forma a seguir: a seção II apresenta a formulação matemática do 

problema e as características relacionadas ao problema do PERTe. A seção III introduz os conceitos fundamentais do 

PSO e as equações que determinam o movimento das partículas. Na sequência, a seção IV descreve os fundamentos 

do algoritmo QPSO e as equações que regulam os movimentos das partículas. A seção V apresenta os fundamentos 

do algoritmo GQPSO e as equações que determinam os movimentos das partículas. A seção VI detalha a estrutura e o 

funcionamento do algoritmo proposto (PERTe-GQPSO). A seção VII apresenta as topologias dos sistemas utilizados 

na validação do algoritmo proposto bem como os resultados obtidos. Por fim, na seção VIII, são apresentadas as 

principais conclusões do trabalho. 

2. FORMULAÇÃO MATEMÀTICA DO PERTe 

2.1. Nomenclatura usada no modelo do PERTe 

𝑁𝐿: Conjunto de circuitos candidatos 𝜃𝑖: Ângulo de fase da tensão da barra “𝑖” 
𝑁𝐵: Conjunto de barras com cortes de carga 𝛾𝑖𝑗: Susceptância do circuito adicionado no ramo “𝑖𝑗” 

𝑛𝑖𝑗: Número de circuitos adicionados no ramo “𝑖𝑗” 𝑆: Matriz de incidência barra-ramo 

𝑛𝑖𝑗
0 : Número de circuitos existentes no ramo “𝑖𝑗” 𝑓: Vetor cujos elementos são 𝑓𝑖𝑗 

𝑛̅𝑖𝑗: Número máximo de circuitos no ramo “𝑖𝑗” 𝑔: Vetor de potências ativas de geração 

𝑐𝑖𝑗: Custo de cada circuito adicionado no ramo “𝑖𝑗” 𝑔̅ Vetor de potências máximas de geração 

𝑓𝑖𝑗: Fluxo de potência no ramo “𝑖𝑗” 𝑑: Vetor de cargas ativas 

𝑓𝑖̅𝑗: Fluxo máximo no ramo “𝑖𝑗” 𝑟: Vetor de cortes de carga (geração fictícia) 

2.2. Objetivo do PERTe 

Neste trabalho, busca-se reduzir ao máximo o custo dos circuitos incorporados à rede inicial, assegurando que 

ela seja capaz de suprir a demanda futura. Além disso, busca-se assegurar um nível de confiabilidade previamente 

estabelecido, evitando sobrecargas nos circuitos. 

Neste estudo, procura-se reduzir ao máximo o custo dos circuitos integrados à rede inicial, garantindo que ela 

seja capaz de suprir a demanda projetada para o ano de análise. 

Os circuitos são adicionados de uma só vez no ano horizonte de análise, sendo apenas necessário determinar em 

quais ramos eles devem ser adicionados e a quantidade. É, portanto, um problema de otimização não linear com 

restrições de igualdade e desigualdade. 

1) Função Objetivo (Função Custo) 

Para atingir o objetivo do PERTe, sem considerar as perdas ativas nos circuitos, a função objetivo minimiza o 

somatório dos custos dos circuitos adicionados (1) tal como em [21]. 

𝑀𝑖𝑛  𝑣(𝑛𝑖𝑗) = ∑𝑖=1
𝑁𝐵 ∑𝑗=1

𝑁𝐵 𝑐𝑖𝑗 . 𝑛𝑖𝑗 (1) 

2) Restrições de igualdade 

No modelo utilizado neste estudo, são consideradas duas restrições de igualdade [21]. A primeira, uma restrição 

linear (2), cumpri a primeira lei de Kirchhoff (lei das correntes). A segunda, uma restrição não-linear (3), satisfaz a 

segunda lei Kirchhoff (lei das tensões ou lei das malhas) aplicada ao equivalente DC da rede. 

𝑆𝑇𝑓 + 𝑔 + 𝑟 = 𝑑  (2) 

𝑓𝑖𝑗 = 𝛾𝑖𝑗(𝑛𝑖𝑗
0 + 𝑛𝑖𝑗). (𝜃𝑖 − 𝜃𝑗) (3) 

𝑓𝑖𝑗 , 𝛳𝑖 −  𝑖𝑟𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜𝑠  

3) Restrições de desigualdade 

O modelo considera três restrições de desigualdade. A primeira, representada pela equação (4), estabelece os 

limites máximos de carregamentos para os circuitos existentes e adicionados. A segunda, indicada por (5), define os 
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limites inferiores e superiores para as potências ativas geradas nas barras do sistema. Por fim, a terceira, expressa como 

(6), determina o número máximo de circuitos permitidos em cada ramo. 

|𝑓𝑖𝑗| ≤ (𝑛𝑖𝑗
0 + 𝑛𝑖𝑗). 𝑓𝑖̅𝑗 (4) 

0 ≤ 𝑔 ≤ 𝑔̅ (5) 
0 ≤ 𝑛𝑖𝑗 ≤ 𝑛̅𝑖𝑗 (6) 

𝑛𝑖𝑗 −  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜𝑠  

4) Função fitness (Função adaptação) 

A avaliação da qualidade de cada alternativa de expansão é feita por uma a função -𝑓𝑖𝑡(𝑛𝑖𝑗), composta de duas 

funções (7), que são utilizadas com objetivos diferentes pelo otimizador PERTe-GQPSO, tal como em [21]. 

𝑀𝑖𝑛  𝑓𝑖𝑡(𝑛𝑖𝑗) = 𝑣(𝑛𝑖𝑗) + 𝑤(𝑟𝑘) (7) 

A função de penalidade - 𝑤(𝑟𝑘), tem como objetivo avaliar se as alternativas produzidas pelo algoritmo GQPSO 

são viáveis (sem cortes de carga) ou inviáveis (com cortes de carga). Em outras palavras, ela busca identificar o 

conjunto de circuitos {𝑛𝑖𝑗
𝐺𝑄𝑃𝑆𝑂

}que garantam a ausência de cortes de carga no sistema. 

Os valores de𝑤(𝑟𝑘) são obtidos por meio da solução do problema de operação representado pelas equações (8) a 

(13) [21]. Para alternativas viáveis, tem-se que{𝑛𝑖𝑗
𝐺𝑄𝑃𝑆𝑂

= 0}e, consequentemente,𝑤(𝑟𝑘) = 0.O otimizador proposto 

(PERTe-GQPSO), contém um módulo que calcula, a cada iteração, os valores de 𝑤(𝑟𝑘). 

𝑀𝑖𝑛 𝑤(𝑟𝑘) = ∑𝑘=1
𝑁𝐵 𝑟𝑘 (8) 

Sujeito a:  

𝑆𝑇𝑓 + 𝑔 + 𝑟 = 𝑑 (9) 

𝑓𝑖𝑗 = 𝛾𝑖𝑗(𝑛𝑖𝑗
0 + 𝑛𝑖𝑗

𝐺𝑄𝑃𝑆𝑂
). (𝜃𝑖 − 𝜃𝑗) (10) 

|𝑓𝑖𝑗| ≤ (𝑛𝑖𝑗
0 + 𝑛𝑖𝑗

𝐺𝑄𝑃𝑆𝑂
). 𝑓𝑖̅𝑗 (11) 

0 ≤ 𝒈 ≤ 𝒈̅ (12) 

0 ≤ 𝒓 ≤ 𝒅 (13) 

𝑓𝑖𝑗 , 𝛳𝑖 −  𝑖𝑟𝑟𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜𝑠  

3. BREVE DESCRIÇÂO DO ALGORITMO PSO 

O PSO, criado por Eberhart (engenheiro eletricista) e Kennedy (psicólogo) [25], foi desenvolvido com base no 

trabalho do biólogo Frank Heppner. Ele estudou o comportamento de um grupo de aves em busca de alimento ou de 

um lugar para construir ninhos e observou que, quando uma ave encontra alimento, as demais começam a localizá-lo 

com mais rapidez. O cardume de peixes apresenta o mesmo comportamento. 

  

a) Bando de aves(br.freepik.com) b) Cardume de peixes(www.freepik.com) 

FIGURA 1: Tipos de enxames de partículas 

Segundo [25], o PSO é um algoritmo de otimização estocástico baseado no comportamento coletivo observado 

em aves e peixes. O grupo (bando ou cardume) é guiado tanto pela experiência de cada partícula (ave ou peixe) quanto 

pela experiência coletiva, o que permite que os indivíduos alcancem suas metas. Sua maior deficiência é a não garantia 

da convergência para a solução ótima global. 

3.1. Nomenclatura usada no algoritmo PSO 

𝐷 – Dimensão de cada partícula. É equivalente a dimensão do problema em análise. 

𝑁𝑝 – Quantidade de partículas do enxame (população). 

𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑁𝑝 – Cada partícula do enxame. 

𝑑 = 1, 2,⋯ , 𝐷 – Cada componente da partícula 𝑖. 
𝑋𝑖

𝑡 = [𝑋𝑖1
𝑡 , 𝑋𝑖2

𝑡 , ⋯ , 𝑋𝑖𝑑
𝑡 , ⋯ , 𝑋𝑖𝐷

𝑡 ]T - Vetor de posição da partícula 𝑖 na iteração 𝑡. 

𝑋𝑖
𝑡+1 – Vetor da posição da partícula 𝑖 na iteração 𝑡 + 1. Possui a mesma dimensão que𝑋𝑖

𝑡. 

𝑉𝑖
𝑡 = [𝑉𝑖1

𝑡 , 𝑉𝑖2
𝑡 , ⋯ , 𝑉𝑖𝑑

𝑡 , ⋯ , 𝑉𝑖𝐷
𝑡 ]T - Vetor velocidade da partícula 𝑖, na iteração 𝑡. Possui a mesma dimensão que𝑋𝑖

𝑡. 
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𝑉𝑖
𝑡+1 – Vetor de velocidade da partícula 𝑖 na iteração 𝑡 + 1. Possui a mesma dimensão que𝑉𝑖

𝑡. 

𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡 = {𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡1

𝑡 , ⋯ , 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑑
𝑡 , ⋯ , 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝐷

𝑡 } – Vetor de dimensão igual ao vetor 𝑋𝑖
𝑡 . Representa a melhor posição 

descoberta pela partícula 𝑖, na iteração 𝑡. 

𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 = {𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡1
𝑡 , ⋯ , 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑑

𝑡 , ⋯ , 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝐷
𝑡 } - Vetor de dimensão igual ao vetor 𝑋𝑖

𝑡. Representa a posição ótima do 

enxame na iteração 𝑡. Como 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 é obtido através da avaliação de todos os vetores 𝑋𝑖
𝑡, só haverá um vetor 

𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡para todo o enxame. Ele representa a partícula líder do enxame. 

𝑤 – Fator de inércia. Desempenha o papel de equilibrar a busca global e a busca local. 

𝑐1 – Coeficiente de cognição individual. Regula o impacto da melhor posição alcançada por cada partícula na 

posição da partícula. 

𝑐2–Coeficiente de cognição coletiva. Controla o impacto da posição ótima global na posição de uma partícula. 

𝑅1~U(0,1) e 𝑅2~U(0,1) – Números aleatórios uniformemente distribuídos no intervalo [0 ,1]. 

3.2. Posicionamentos e velocidades das partículas do PSO 

No PSO, cada partícula representa uma solução candidata. Cada partícula se move no espaço de busca, orientada 

tanto pela melhor posição que já visitou, representada por 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡, quanto pela melhor posição visitada pelo enxame, 

representada por -𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡. Conforme [25], a equação (14) é empregada para atualizara posição de cada partícula. 

𝑉𝑖
𝑡+1 = 𝑤𝑡 . 𝑉𝑖

𝑡 + 𝑐1. 𝑅1(𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡 − 𝑋𝑖

𝑡) + 𝑐2. 𝑅2(𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝑋𝑖
𝑡) (14) 

Conforme mencionado em [25], o fator de inércia pode ser representado por uma constante positiva ou por uma 

função que varia de forma linear ou não linear, decrescendo positivamente ao longo do tempo. Se 0.8 < 𝑤 < 1.2, o 

PSO tende a apresentar uma maior probabilidade de alcançar a solução ótima global, embora isso exija um número 

maior de iterações. 

O primeiro vetor da equação (14) projeta a partícula na mesma direção de seu movimento atual. O segundo 

vetor, relacionado à memória, puxa a partícula para a melhor posição que ela atingiu. O terceiro vetor, por sua vez, 

direciona a partícula para a melhor posição identificada pelo enxame. 

Depois de calcular a velocidade, cada partícula é movida para uma nova posição. Esse deslocamento é realizado 

por meio de uma operação simples, na qual a velocidade atual é adicionada à sua posição anterior, conforme ilustrado 

na equação (15). 

𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑋𝑖

𝑡 + 𝑉𝑖
𝑡+1 (15) 

Pesquisas acerca das trajetórias das partículas, registradas em [75], indicaram que, para que o PSO garanta a 

convergência, é necessário que cada partícula se dirija para uma posição no espaço de busca, chamada ponto de atração 

local (𝑃𝑖
𝑡), cujas coordenadas são definidas pela equação (16). 

𝑃𝑖
𝑡 = (𝑐1. 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡 + 𝑐2. 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡)/(𝑐1. 𝑅1 + 𝑐2. 𝑅2) (16) 

3.3. Ilustração geométrica dos vetores do modelo PSO 

A Figura 2 ilustra o deslocamento de uma partícula 𝑖, que se encontrava na posição 𝑋𝑖
𝑡, para a nova posição 𝑋𝑖

𝑡+1, 

fazendo uso dos vetores de velocidades 𝑉𝑖
𝑡. 

O termo 𝑤𝑡 . 𝑉𝑖
𝑡 representa a componente de inércia; o termo 𝑐1. 𝑅1(𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡 − 𝑋𝑖
𝑡)representa a experiência obtida 

pela partícula 𝑖 na iteração 𝑡, e é denominado de componente cognitiva; o termo 𝑐2. 𝑅2(𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝑋𝑖
𝑡) representa a 

experiência obtida pelo enxame até o momento atual, e é denominado de componente social. 

 

FIGURA 2: Representação vetorial da velocidade e da posição de uma partícula 

(Autoria própria) 

3.4. Fluxograma Simplificado do Algoritmo PSO 

As etapas executadas pelo algoritmo PSO estão indicadas no fluxograma simplificado da Figura 3. A primeira 

etapa consiste em gerar partículas para formar um "enxame" e determinar as suas respectivas posições. A segunda 

etapa consiste em atribuir valores aleatórios aos vetores de posições (𝑋𝑖
𝑡) e velocidades(𝑉𝑖

𝑡). O algoritmo atualiza, 

(Leader)
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iterativamente, os vetores de velocidade(𝑉𝑖
𝑡+1) e posição(𝑋𝑖

𝑡+1), até que o critério de parada definido seja alcançado. 

 

 

FIGURA 3: Fluxograma simplificado do algoritmo PSO (Adaptado de [76]) 

4. BREVE DESCRIÇÂO DO ALGORITMO PSO QUÂNTICO - QPSO 

Com o intuito de melhorar a performance do PSO, os autores em [77], introduziram o conceito de partícula 

quântica no PSO, propondo um novo algoritmo de otimização com características quânticas, denominado de QPSO. 

Os resultados da pesquisa mostraram que o desempenho do QPSO superou o desempenho do PSO em várias funções 

de referência, concluindo que o novo algoritmo é promissor. 

4.1. Dinâmica do algoritmo QPSO 

Ao contrário do PSO, em que a posição (𝑋𝑖
𝑡) e a velocidade (𝑉𝑖

𝑡)estabelecem o estado de cada partícula, no QPSO 

o estado é estabelecido por uma função onda𝜓(𝑋𝑖
𝑡), regida pela equação de Schrödinger [78]. Essa mudança leva o 

comportamento dinâmico do QPSO a se afastar do comportamento exibido pelo PSO [77, 79]. 

Segundo [80, 81], a resolução da equação de Schrödinger resulta em uma função densidade de probabilidade, 

representada pela equação (17), onde 𝐿𝑖
𝑡é o desvio padrão de uma distribuição exponencial dupla. 

𝜓(𝑋𝑖
𝑡+1) = (1/(𝐿𝑖

𝑡)1/2). 𝑒(−|𝑋𝑖
𝑡+1−𝑝𝑖

𝑡|)/𝐿𝑖
𝑡
 (17) 

De acordo com [80, 81], a função densidade de probabilidade 𝑄(𝑋𝑖
𝑡+1), associada à função de onda 𝜓(𝑋𝑖

𝑡+1), na 

iteração𝑡 + 1, é caracterizada por uma função distribuição exponencial dupla, expressa pela equação iterativa (18). 

Assim, a correspondente função de distribuição de probabilidade - 𝐹(𝑋𝑖
𝑡+1)é definida pela equação iterativa (19). 

𝑄(𝑋𝑖
𝑡+1) = |𝜓(𝑋𝑖

𝑡+1)|2 = (1/𝐿𝑖
𝑡). 𝑒(−2|𝑋𝑖

𝑡+1−𝑝𝑖
𝑡|)/𝐿𝑖

𝑡
 (18) 

𝐹(𝑋𝑖
𝑡+1) = 1 − (1/𝐿𝑖

𝑡). 𝑒(−2|𝑋𝑖
𝑡+1−𝑝𝑖

𝑡|)/𝐿𝑖
𝑡
 (19) 

4.2. Posições das partículas no QPSO 

Segundo [80, 81], usando o método de simulação Monte Carlo, a posição de cada partícula 𝑋𝑖
𝑡+1, na iteração 𝑡 +

1, é obtida pela equação (20), onde 𝑢𝑡 é um número aleatório uniformemente distribuído no intervalo [0, 1]. O valor 

de 𝐿𝑖
𝑡é calculado com base na distância entre a posição atual (𝑋𝑖

𝑡) da partícula e a posição média das partículas (𝐶𝑡), 

conforme ilustrado a equação iterativa (21). 

𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑝𝑖

𝑡 ± (𝐿𝑖
𝑡/2). ln (1/𝑢𝑡) (20) 

𝐿𝑖
𝑡 = 2𝛼|𝐶𝑡 − 𝑋𝑖

𝑡| (21) 

O valor de 𝐶𝑡, também denominado de 𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡em [81], representa a posição média das partículas, sendo obtida 

pela média das melhores posições das partículas (𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡), como mostra a equação (22), onde𝑁𝑝é o tamanho do 

enxame (população). 

𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 =
1

𝑁𝑝
∑ 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡
𝑁𝑝

𝑖=1
 

(22) 

Substituindo (21) em (20), é obtida a equação (23) que permite calcular a posição atualizada (𝑋𝑖
𝑡+1) de cada 

partícula, em função da posição atual, da melhor posição média e do ponto atrator local (𝑝𝑖
𝑡)[77, 80-82]. A equação 

Atualizar as Posições das 
Partículas (Eq. 15) 

Critério de 
Parada é 

Satisfeito? 

Solução Ótima 
Global 

Atualiza as Velocidades 
das Partículas (Eq. 14) 

Avaliar a Qualidade das 
Partículas - 𝑓(𝑋𝑖

𝑡) 

Gerar, aleatoriamente, 
uma População Inicial de 

Partículas - 𝑋𝑖
1 

Sim 

Não 

Se 𝑓(𝑋𝑖
𝑡) < 𝑓(𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡) 

𝑋𝑖
𝑡 = 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 

Se 𝑓(𝑋𝑖
𝑡) < 𝑓(𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡) 
𝑋𝑖

𝑡 = 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡 

i=i+1 

t=t+1 
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iterativa (23) demonstra que a distância entre a posição atual de uma partícula (𝑋𝑖
𝑡)e a posição média (𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡) exerce 

influência direta sobre a posição da partícula na iteração seguinte. 

𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑝𝑖

𝑡 ± 𝛼|𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝑋𝑖
𝑡|. ln (1/𝑢𝑡) (23) 

O parâmetro α, em (21) e (23), denominado de coeficiente de contração-expansão (CE) [80, 81], atua como 

controlador da velocidade de convergência do QPSO. No estudo [83], é proposto que o valor decresça de forma linear 

de 𝛼1 até 𝛼0(𝛼0 < 𝛼1), a cada iteração 𝑡, seguindo a equação (24). Também é recomendado que 𝛼0 < 0,6 e 0,8 ≤ 𝛼1 ≤

1,2, para que o algoritmo tenha um desempenho satisfatório. Em (24), 𝑇 representa o número máximo de iterações. 

𝛼𝑡 = 𝛼0 + (𝛼1 − 𝛼0)(𝑇 − 𝑡)/𝑇 (24) 

Conforme indicado em [79] e [84-86], a posição do ponto atrator (𝑝𝑖
𝑡) deve ser determinada com base na posição 

atual da melhor partícula individual (𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡) e na posição da melhor partícula da população (𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡), conforme 

ilustrado na equação (25). 

𝑝𝑖
𝑡 = (𝑐1. 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡 + 𝑐2. 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡)/(𝑐1 + 𝑐2) (25) 

4.3. Ilustração dos Movimentos das Partículas no PSO e QPSO 

Segundo [80], no QPSO, quando algumas partículas estão muito distantes da posição ótima global (𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡) 

(chamadas de partículas atrasadas), elas podem afastar a posição média (𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡) da posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡. À medida que as 

partículas atrasadas convergem em direção da posição𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡, a posição 𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡  também se aproxima gradualmente. 

Esse processo impede que as partículas próximas a posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 não convirjam rapidamente, permitindo que 

explorem melhor a região em torno da posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 até que todas as partículas para trás, ampliando a capacidade 

de busca global. 

De acordo com [80], no PSO, a cada iteração, cada partícula se desloca de maneira autônoma em direção à posição 

𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡,independentemente do movimento das outras, como mostra a Figura 4(a). A interferência das partículas 

atrasadas nas posições das demais é mínima, já que a única conexão entre elas é a posição ótima global (𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡)]. 

Caso as partículas atrasadas não encontrem posições melhores do que a posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡, durante um número 

determinado de iterações, sua influência sobre as outras partículas será nula. 

Já no QPSO, segundo [80], as partículas atrasadas têm uma influência mais significativa sobre as demais devido 

à𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 . Dessa forma, as partículas próximas à posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 podem se deslocar em qualquer direção, como 

ilustrado na Figura4(b). Entretanto, é mais provável que elas se movam em direção à posição 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡, já que a tendência 

predominante dos movimentos das partículas é convergir para essa posição. 

Na Figura 4(b), o círculo grande com fundo preto simboliza a partícula na posição ótima global (𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡); os 

círculos pequenos com fundos azuis correspondem às demais partículas, e os círculos vermelhos representam as 

partículas atrasadas. As setas ao redor dos círculos azuis mostram as direções possíveis de movimentos das partículas, 

enquanto as setas pretas indicam a direção para qual as partículas se deslocam para 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 com maior probabilidade. 

 
 

(a) Algoritmo PSO (b) Algoritmo QPSO 

FIGURA4: Movimentos das partículas no PSO e QPSO (Adaptada de [80]) 

4.4. Fluxograma Simplificado do Algoritmo QPSO 

O fluxograma da Figura 5 ilustra as etapas necessárias para implementação do algoritmo QPSO. Inicialmente 

uma população é gerada de forma aleatória, e a cada iteração, a posição média do enxame (𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡) é determinada 

pela equação (22) e a posição de cada partícula (𝑋𝑖
𝑡+1) é atualizada pela equação (23). 

𝑮𝒃𝒆𝒔𝒕⬚
𝒕

 

 
𝑿𝒊

⬚
 

Partícula 
Atrasada 𝑮𝒃𝒆𝒔𝒕⬚

𝒕
 

 

Partícula 
Atrasada 

 

𝑿𝒊
⬚ 
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FIGURA 5: Fluxograma simplificado do algoritmo QPSO (Autoria própria) 

5. BREVE DESCRIÇÂO DO ALGORITMO QPSO GAUSSIANO – GQPSO 

No algoritmo QPSO os números aleatórios 𝑢𝑖
𝑡 da equação (23) são gerados por uma distribuição de probabilidade 

uniforme no intervalo [0, 1]. No QPSO Gaussiano – GQPSO [84, 86], os números aleatórios são gerados usando valores 

absolutos de uma distribuição de probabilidade Gaussiana com média zero e desvio padrão unitário - 𝜑 =
𝑎𝑏𝑠(𝑁(0,1)). 

5.1. Posições das partículas no algoritmo GQPSO Gaussiano 

Substituindo o gerador de números aleatórios uniformes (𝑢𝑖
𝑡)da equação (23) por um gerador de números 

aleatórios gaussianos (𝜑𝑖
𝑡), os movimentos das partículas são determinados pela equação iterativa (26). 

𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑝𝜑𝑖

𝑡 ± 𝛼|𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝑋𝑖
𝑡|. ln (1/𝜑𝑖

𝑡) (26) 

5.2. Coordenadas do ponto atrator 

O ponto atrator local exerce uma função fundamental no funcionamento do algoritmo QPSO. Contudo, pode 

levar a sua convergência para soluções subótimas. A referência [80] sugeriu o uso de números aleatórios baseados em 

uma distribuição gaussiana, com média zero e variância unitária, para tratar esse problema. Esses números seriam 

usados como coeficientes estocásticos no QPSO. 

Essa estratégia oferece um equilíbrio eficaz entre a alta probabilidade de gerar pequenas amplitudes próximas 

aos pontos atuais, favorecendo um ajuste mais preciso, e uma baixa probabilidade de ter amplitudes maiores, 

permitindo que as partículas se afastem do ponto atual e evitem ficar presas em pontos de mínimos locais [80]. 

Em [84], é utilizada a equação (27) para calcular as coordenadas de (𝑝𝜑𝑖
𝑡 ), onde 𝑔𝑖

𝑡 = 0,25.𝑎𝑏𝑠(𝑁(0,1)). Porém, 

neste trabalho, é utilizada a equação (28), para definir as coordenadas do ponto atrator, onde𝑐1 e 𝑐2 são constantes. 

𝑝𝜑𝑖
𝑡 = (𝜑𝑖

𝑡. 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡 + 𝑔𝑖

𝑡 . 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡)/(𝜑𝑖
𝑡 + 𝑔𝑖

𝑡) (27) 

𝑝𝜑𝑖
𝑡 = (𝑐1. 𝜑

𝑡. 𝑃𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖
𝑡 + 𝑐2. (1 − 𝜑𝑡). 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡)/(𝑐1 + 𝑐2) (28) 

6. DESCRIÇÃO DO ALGORITMO DE OTIMIZAÇÃO PROPOSTO 

Esta seção descreve os principais módulos do otimizador proposto neste artigo para solucionar problemas de 

PERTe. A sua estrutura é semelhante a utilizada em [21, 71, 72], sendo que os algoritmos que geram as alternativas de 

expansão candidatas são substituídos pelo algoritmo GQPSO. 

6.1. Principais módulos do algoritmo proposto 

A Figura 6mostra o fluxograma operacional simplificado do otimizador PERTe-GQPSO, composto de quatro 

fases: i) Fase de inicialização; ii) Fase de atualização; iii) fase de mutação; iv) fase de aceitação. 

Atualiza o Ponto 
Atrator - 𝑃𝑖

𝑡 (Eq. 25) 

Critério de 
Parada é 
Satisfeito 

Solução Ótima 
Global - 𝐺𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 

Avalia a Qualidade das 
Partículas - 𝑓(𝑋𝑖

𝑡+1) 

Gera, aleatoriamente, uma 
População Inicial de 

Partículas - 𝑋𝑖
1 

Rand (0,1) < 0,5 
Sim 

Atualiza as Posições 
das Partículas  

(𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑃𝑖

𝑡 − 𝑃𝑝𝑖
𝑡 ) Não 

𝑃𝑝𝑖
𝑡 = 𝛼|𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝑋𝑖

𝑡|. 𝑙𝑛 (1/𝑢𝑡) 

Não 

Sim 

Atualiza as Posições 
das Partículas  

(𝑋𝑖
𝑡+1 = 𝑃𝑖

𝑡 + 𝑃𝑝𝑖
𝑡 ) 

Atualiza a Posição 
𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑖

𝑡 (Eq. 22) 
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FIGURA 6: Fluxograma simplificado do otimizador PERTe-GQPSO (Autoria própria) 

1) Módulo 1: Definição de parâmetros fixos 

O objetivo deste módulo é definir os valores fixos que o otimizador PERTe-GQPSO necessita para funcionar: 𝑐1, 

𝑐2, 𝑤1, 𝑤2, 𝑁𝑐, 𝑁𝑝 e 𝑁𝑖𝑡. 

O autor desconhece A literatura sobre o estabelecimento do tamanho da população (Np) e o número máximo de 

iterações (Nit) é escassa. Definir o tamanho ideal para esses parâmetros é um desafio, já que, se forem muito pequenos, 

o algoritmo pode não explorar adequadamente o espaço de busca. Em contrapartida, se forem muito grandes, o tempo 

computacional necessário para encontrar a alternativa de menor custo pode aumentar significativamente. 

Conforme apontado em [87], os tamanhos populacionais costumam variar entre 30 e 200 ( 30 ≤ 𝑁𝑝 ≤ 200). Com 

base nessas informações, neste artigo, os valores dos dois parâmetros são determinados com base do número de ramos 

(𝑁𝑟) da rede elétrica, conforme mostra as equações (29) e (30). 

𝑁𝑝 ≥ 𝑁𝑟 (29) 

2) Alternativa de menor custo 

Neste módulo são geradas 𝑁𝑝alternativas de expansão candidatas iniciais - 𝐴𝑙𝑡1 = {𝐴𝑙𝑡1
1, … , 𝐴𝑙𝑡𝑖

1, … , 𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝
1 } (31), 

onde cada alternativa (𝐴𝑙𝑡𝑖
1) tem dimensão igual ao número de ramos da rede (𝑁𝑟) e cada ramo pode conter até 𝑁𝑐 

circuitos. 

𝐴𝑙𝑡1 =

[
 
 
 
 
𝐴𝑙𝑡1

1

⋮
𝐴𝑙𝑡𝑖

1

⋮
𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝

1
]
 
 
 
 

 =

[
 
 
 
 

𝑛1,1
1 ⋯ 𝑛1,𝑁𝑟

1

⋮
𝑛𝑖,1

1 ⋯ 𝑛𝑖,𝑁𝑟
1

⋮
𝑛𝑁𝑝,1

1 ⋯ 𝑛𝑁𝑝,𝑁𝑟
1

]
 
 
 
 

 

 
(31) 

A primeira alternativa de expansão (𝐴𝑙𝑡1
1) é obtida a partir de um modelo de transportes, estruturado como um 

problema de programação linear (PPL), que leva em conta somente a primeira lei de Kirchhoff [7]. Assim, a alternativa 

𝐴𝑙𝑡1
1 é construídacom base na topologia da rede original e no conjunto de circuitos candidatos definidos previamente. 

As demais (𝑁𝑝 − 1) alternativas de expansão da população inicial são geradas com base na primeira alternativa (𝐴𝑙𝑡1
1), 

seguindo o procedimento empregado em [21] e [71, 72]. 

Como neste ponto já são conhecidas todas as alternativas de expansão iniciais ( 𝐴𝑙𝑡𝑖
1), os seus respectivos custos 

- 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑖
1), são calculados pela equação (32), onde: 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑁𝑝 e 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑁𝑟. A alternativa de menor custo da 

população inicial - 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝐺
1) é selecionada pela equação (33). 

𝐼𝑡 > 𝑁𝑖𝑡 
Alternativa de 
Menor Custo 

(Solução Ótima) 

Atualiza as Alternativas 
via Algoritmo GQPSO 

Adaptado 

Gera Alternativas Iniciais 
via Modelo de Transportes 

Sim Não 

Aplica Operador de  
Mutação na Alternativa 

de Menor Custo 

Aplica Teste de 
Aceitação na Alternativa 

de Menor Custo 

Define Tamanho 
da População 

Define Parâmetros 
do GQPSO 

Módulo 2 

Módulo 1 

Módulo 4 
(Acrescentado) 

Módulo 3 

Módulo 5 

Módulo 6 

Aplica Procedimentos de 
Melhoria na Alternativa 

de Menor Custo 

Módulo 7 
Módulo 8 
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𝑣(𝐴𝑙𝑡1) =

[
 
 
 
 
𝑣(𝐴𝑙𝑡1

1)
⋮

𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑖
1)

⋮
𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝

1 )]
 
 
 
 

 =

[
 
 
 
 
 
 
 𝑣(𝐴𝑙𝑡1

1) = ∑ 𝑐𝑖,𝑑 . 𝑛𝑖,𝑘
(1,𝑘)∈𝛺𝐿

⋮

𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑖
1) = ∑ 𝑐𝑖,𝑑 . 𝑛𝑖,𝑘

(𝑖,𝑘)∈𝛺𝐿

⋮

𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝
1 ) = ∑ 𝑐𝑁𝑝,𝑑 . 𝑛𝑁𝑝,𝑘

(𝑁𝑝,𝑘)∈𝛺𝐿 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

(32) 

𝑣(𝐴𝑙𝑡𝐺
1) = 𝑀𝑖𝑛 {𝑣(𝐴𝑙𝑡

1
1), … , 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑖

1),… , 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝
1 )} (33) 

3) Módulo 3: Atualização das alternativas e escolha da alternativa de menor custo 

Este módulo atualiza, a cada iteração t, as soluções candidatas e determina qual delas apresenta o menor custo. 

As atualizações das alternativas e a identificação da alternativa de expansão de menor custo (𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 ), são realizadas 

conforme a equação (34), que foi adaptada da equação (26), e a equação (35), respectivamente. 

O operador round em (34) é usado para garantir que a quantidade de circuitos a ser adicionada em cada ramo da 

rede seja sempre um número inteiro. As equações (22), (24) e (27) determinam os valores das variáveis 𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 , 𝛼 e 

𝑝𝜑𝑖
𝑡 , respectivamente. 

𝐴𝑙𝑡𝑖
𝑡 = 𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑(𝑝𝜑𝑖

𝑡 ± 𝛼|𝑀𝑏𝑒𝑠𝑡𝑡 − 𝐴𝑙𝑡𝑖
𝑡|. ln (1/𝜑𝑖

𝑡)) (34) 

𝑣(𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 ) = 𝑀𝑖𝑛 {𝑣(𝐴𝑙𝑡

1
𝑡), … , 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑖

𝑡), … , 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑁𝑝
𝑡 )} (35) 

4) Módulo 4: Mutação da alternativa de menor custo 

Este módulo aplica um operador de mutação uniforme para alterar a quantidade de circuitos de alguns ramos da 

alternativa de menor custo (𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 ), visando intensificara busca local. O operador troca 𝑁𝑒 elementos (𝑁𝑒 = 0,10 . 𝑑𝑖𝑚) 

dessa alternativa, resultando em uma nova alternativa de expansão, chamada de 𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 . A mutação dos elementos de 

𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡  é feita pelo seguinte código Matlab: 

𝑓𝑜𝑟𝑘𝑘 = 1: 𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑(𝑁𝑒) 

𝑟𝑝 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑝𝑒𝑟𝑚(𝑠𝑖𝑧𝑒(𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 , 2)) 

𝑘 = 𝑟𝑝(1) 

𝑖𝑓  𝑟𝑎𝑛𝑑 ≥ 0.50 && (𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 (𝑘) ≥ 1) 

𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 (𝑘) = 𝐴𝑙𝑡𝐺

𝑡 (𝑘) − 1 

𝑒𝑙𝑠𝑒 

𝐴𝑙𝑡𝐺
𝑡 (𝑘) = 𝐴𝑙𝑡𝐺

𝑡 (𝑘) + 1 

𝑒𝑛𝑑 𝑖𝑓 
𝑒𝑛𝑑 𝑓𝑜𝑟 

𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 = 𝐴𝑙𝑡𝐺

𝑡
 

5) Módulo 5: Aplicação de procedimentos de melhoria da alternativa mutada 

Neste módulo do otimizador PERTe-GQPSO, dois procedimentos de melhoria são aplicados à alternativa mutada 

de menor custo (𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 )para verificar se ela é inviável, ou seja, se apresenta corte de carga, ou se contém circuitos 

subutilizados. Como já mencionado, esses procedimentos foram utilizados na metodologia descrita em [21], que 

emprega o AGCB. 

• Eliminação de infactibilidade (Corte de Carga) 

Este procedimento é utilizado quando a alternativa mutada (𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 ) possui corte de carga. A eliminação realizada 

pela inclusão de um conjunto de circuitos{𝑛𝑖𝑗
𝐼𝑆}, cuja seleção é feita pelo algoritmo heurístico construtivo (AHC), 

sugerido por Villasana-Garver-Salon (VGS) em [88]. 

Este AHC resolve um modelo híbrido linear que calcula o valor de um índice de sensibilidade, dado pela equação 

(36), para identificar os circuitos mais atrativos{𝑛𝑖𝑗
𝐼𝑆}. Após a conclusão da execução do AHC, chega-se a uma nova 

alternativa de expansão factível, chamada de (𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡 ), que é compostada união dos conjuntos {𝑛𝑖𝑗

𝑀} + {𝑛𝑖𝑗
𝐼𝑆}. 

𝐼𝑆𝑖𝑗 = max {𝑛𝑖𝑗
𝐼𝑆. 𝑓𝑖̅𝑗}  (36) 

• Redução de custo 

Este procedimento é utilizado quando a alternativa mutada (𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 )possui um ou mais circuitos adicionados com 

baixos níveis de carregamentos, os quais podem ser excluídos com o objetivo de diminuir seu custo e aumentar sua 

competitividade. 

Para efetuar eliminação, os circuitos adicionados são todos classificados em ordem decrescente de custo e 

removidos individualmente, começando pelo circuito mais dispendioso. Se a exclusão de um determinado circuito não 
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provocar violações nos limites de carregamentos significa que ele é redundante, e é retirado da alternativa 𝐴𝑙𝑡𝑀
𝑡 , 

gerando uma nova alternativa de expansão denominada 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡 . 

6) Módulo 6: Inclusão da alternativa 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡  na população 

Tal como em [21, 71], no otimizador 𝑃𝐸𝑅𝑇𝑒(𝐺𝑄𝑃𝑆𝑂), apenas uma alternativa da população atual (𝐴𝑙𝑡𝑖
𝑡) é 

substituída pela alternativa 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡 , em cada iteração. A alternativa 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆

𝑡 substitui determinada solução da população 

(𝐴𝑙𝑡𝑖
𝑡) nas seguintes situações: i) quando elas apresentam configurações diferentes, ou seja, quando 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆

𝑡 ≠ 𝐴𝑙𝑡𝑖
𝑡e ii) 

o custo da solução 𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡  é inferior ao custo da pior solução (𝐴𝑙𝑡𝑊

𝑡 ), ou seja, quando 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑉𝐺𝑆
𝑡 ) < 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝑊

𝑡 ). 

7) Módulo 7: Parada das iterações 

Neste módulo, é conferido o critério que determina quando as iterações devem parar, ou seja, verificar quando 

𝑖𝑡 > 𝑁𝑖𝑡. Se sim, a iteração é finalizada; caso contrário, o contador de iterações aumenta e uma nova iteração inicia 

no módulo 3. 

8) Módulo 8: Apresenta a alternativa de menor custo 

Este módulo apresenta a alternativa de menor custo (𝐴𝑙𝑡𝐺
∗ ), indicando o conjunto de circuitos {𝑛𝑖𝑗

∗ } que a compõe, 

bem como o seu custo - 𝑣(𝐴𝑙𝑡𝐺
∗ ). 

7. VALIDAÇÃO DO ALGORITMO PROPOSTO 

Para avaliar o potencial e a eficácia do otimizador PERTe-GQPSO, foram realizados cinco estudos de caso com 

dois sistemas amplamente reconhecidos na literatura especializada: o sistema IEEE 24 barras e o sistema reduzido da 

região Sul do Brasil (Sul 46 barras). A seguir, são discutidos os resultados alcançados. 

O otimizador PERTe-GQPSO foi desenvolvido em linguagem Matlab R2008a e as simulações foram realizadas 

em um computador equipado com processador Intel® CoreTM i5 e memória de 8 GB. A função linprog do Matlab foi 

utilizada para resolver os problemas de programação linear. 

7.1. Sistema IEEE24 barras 

Este sistema possui duas redes elétricas que operam nas tensões de 138 kV e 230 kV. Ele tem 24 barras (𝑁𝑏 =
24) e 41 ramos (𝑁𝑟 = 41) candidatos, sendo 34 existentes e 7 novos. A carga e a geração total é 8.550 MW. Quatro 

cenários de geração com diferentes despachos de potência ativa foram analisados [89]. Cada cenário inclui um total 

de 10 unidades geradoras. Os dados utilizados nas simulações foram: 

• Número máximo de circuitos por ramo: 𝑁𝑐 = 3. 
• Número total de partículas: 𝑁𝑝 > 𝑁𝑟 = 50. 

• Número total de iterações: 𝑁𝑖𝑡 = 10𝑥𝑁𝑝 = 500. 

1) Resultados do cenário G1 

Custo total das adições: US$ 390 milhões. 

Número de circuitos adicionados: 12 

Circuitos adicionados: Representados por linhas vermelhas (Figura 6) 

Instante da convergência: 81ª iteração (Figura 7) 

 

Circuitos 

Adicionados: 

𝑛01−05 = 1 

𝑛03−24 = 1 

𝑛06−10 = 1 

𝑛07−08 = 2 

𝑛14−16 = 1 

𝑛15−24 = 1 

𝑛16−17 = 2 

𝑛16−19 = 1 

𝑛17−18 = 2 

 

 

FIGURA 6: Sistema planejado para o Cenário G1 
(Autoria própria) 

FIGURA 7: Evolução do custo – Cenário G1 
(Otimizador PERTe-GQPSO) 
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2) Resultados do cenário G2 

Neste cenário, os geradores conectados nas barras 1, 7, 13 e 21 (destacados por círculos verdes na Figura 8), 

apresentam valores diferentes do cenário G1. Os resultados obtidos pelo otimizador foram os seguintes: 

• Custo total das adições: US$ 392 milhões. 

• Número de circuitos adicionados: 11 

• Circuitos adicionados: Representados por linhas azuis (Figura 8). 

• Instante da convergência: 78ª iteração (Figura 9). 

 

Circuitos 

Adicionados: 

𝑛01−05 = 1 

𝑛03−24 = 1 

𝑛06−10 = 1 

𝑛07−08 = 1 

𝑛10−12 = 1 

𝑛14−16 = 1 

𝑛15−24 = 1 

𝑛16−17 = 2 

𝑛17−18 = 2 

 

 

FIGURA 8: Sistema planejado para o Cenário G2 
(Autoria própria) 

FIGURA 9: Evolução do custo – Cenário G2 
(Otimizador PERTe-GQPSO) 

3) Resultados do cenário G3 

Neste cenário, os geradores conectados nas barras 13, 15, 16, 21 e 23 (indicados por círculos verdes na Figura 

10), apresentam valores diferentes do plano G1. Os resultados obtidos pelo otimizador foram os seguintes: 

• Custo total das adições: US$ 218 milhões. 

• Número de circuitos adicionados: 7 

• Circuitos adicionados: Representados por linhas verdes (Figura 10). 

• Instante da convergência: 23ª iteração (Figura 11). 

 

Circuitos 

Adicionados: 

𝑛06−10 = 1 

𝑛07−08 = 2 

𝑛10−12 = 1 

𝑛14−16 = 1 

𝑛16−17 = 1 

𝑛20−23 = 1 

 

 

FIGURA 10: Sistema Planejado para o cenário G3 
(Autoria própria) 

FIGURA 11: Evolução do Custo – Cenário G3 
(Otimizador PERTe-GQPSO) 

4) Resultados do cenário G4 

Neste cenário, todos os geradores apresentam valores diferentes em relação ao cenário G1, com exceção do 

gerador conectado à barra 22 (realçado por um círculo preto na Figura 12). Os resultados obtidos pelo otimizador 

foram os seguintes: 

• Custo total das adições: US$ 342 milhões. 

• Número de circuitos adicionados: 9 

• Circuitos adicionados: Representados por linhas roxas (Figura 12). 

• Instante da convergência: 342ª iteração (Figura 13). 
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Circuitos 

Adicionados: 

𝑛03−24 = 1 

𝑛06−10 = 1 

𝑛07−08 = 2 

𝑛09−11 = 1 

𝑛10−12 = 1 

𝑛14−16 = 2 

𝑛16−17 = 1 

 

 

FIGURA 12: Sistema planejado para o Cenário G4 
(Autoria própria) 

FIGURA 13: Evolução do custo – Cenário G4 
(Otimizador PERTe-GQPSO) 

5) Resumo dos resultados do sistema IEEE 24 barras 

O otimizador encontrou as alternativas de menores custos para os cenários G1, G2 e G3, usando menos de 20% 

do limite estabelecido de 500 iterações. Ou seja, o otimizador trabalha de forma mais rápida nestes cenários do que 

no cenário G4, onde a alternativa de menor custo só foi alcançada após a 68,4% do total de iterações, como pode ser 

verificado na Tabela 3. 

TABELA 3: Resumo dos resultados sistema IEEE (Autoria própria) 

Cenário 
PERTe(GQPSO) 

(US$ 𝑥106) 
Iterações e 
Porcentual 

[89] 
(US$ 𝑥106) 

G1 390 81 (16,2 %) 454 

G2 392 78 (15,6 %) 451 

G3 218 23 (4,6%) 292 

G4 342 342 (68,4% 376 

Esses resultados ressaltam a importância de planejar a expansão da geração e da transmissão, pois mudanças nos 

despachos das unidades geradoras afetam a expansão da rede e influencia a escolha da alternativa de menor custo. 

Os custos das quatro alternativas produzidas pelo algoritmo descrito em [89] são maiores do que os custos das 

alternativas de menores custos encontrados pelo otimizador PERTe-GQPSO, indicando que elas não são soluções 

ótimas. As quatro alternativas de menores custos, produzidas pelo otimizador, são idênticas às alternativas ótimas 

documentadas na literatura, conforme [90 - 97]. 

7.2. Sistema equivalente sul do Brasil 46 barras 

Trata-se de um bom teste para o otimizador, uma vez que emprega uma configuração equivalente do sistema sul 

do Brasil. Inicialmente sugerido por [98], tem sido utilizado extensivamente desde então para validar diversos tipos 

de algoritmos desenvolvidos para solucionar problemas de PERTe. 

A configuração inicial do sistema conta com 35 barras e 59 circuitos, distribuídos em um total de 46 ramos. Esta 

configuração está ilustrada na Figura 14, onde os circuitos são representados por linhas contínuas. Além disso, estão 

previstos 11 novas barras e 13 ramos extras, ampliando o sistema para 46 barras e 79 ramos candidatos a adições de 

novos circuitos, para atender uma demanda futura de 6.880 MW. Os dados das cargas, geradores e circuitos deste 

sistema de grande porte encontram-se disponíveis em [6,7,14]. 

1. Dados Utilizados na Simulação 

• Número máximo de circuitos por ramo: 𝑁𝑐 = 3. 
• Número total de partículas: 𝑁𝑝 > 𝑁𝑟 = 80. 

• Número total de iterações: 𝑁𝑖𝑡 = 10𝑥𝑁𝑝 = 800 

2. Resultados Obtidos com o Otimizador 

• Custo total das adições: US$ 154.420 milhões. Esta solução foi obtida com método exato [6,13,15]. 

• Número de circuitos adicionados: 15 

• Circuitos adicionados: Representados por linhas roxas (Figura 14). 

• Instante da convergência: 136ª iteração (Figura 15). 
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A alternativa de menor custo obtida pelo otimizador PERTe-GQPSO corresponde a solução ótima conhecida na 

literatura, como pode ser confirmada nas referências [99-112]. 

 

Circuitos 

Adicionados: 

𝑛20−21 = 1 

𝑛42−43 = 2 

𝑛46−06 = 1 

𝑛19−25 = 1 

𝑛31−32 = 1 

𝑛28−30 = 1 

𝑛26−29 = 3 

𝑛24−25 = 2 

𝑛29−30 = 2 

𝑛05−06 = 2 

 

 

FIGURA 14: Configuração inicial e ramos candidatos do 
sistema equivalente sul do Brasil - [14] 

FIGURA 15: Evolução do custo do sistema equivalente sul 
do Brasil (Otimizador PERTe-GQPSO) 

8. CONCLUSÕES 

O presente trabalho descreveu o desenvolvimento de um otimizador para planejamento estático de redes de 

transmissão, baseado no modelo DC e em otimização heurística. O algoritmo combina uma versão gaussiana do 

algoritmo PSO quântico, com procedimentos de melhoria local, como a eliminação da infactibilidade e a redução de 

custos, ambos utilizados no algoritmo genético de Chu-Beasley. Além disso, inclui um operador de mutação que atua 

diretamente sobre a alternativa ótima em cada iteração, com o objetivo de acelerar convergência do algoritmo. 

Em todos os cinco estudos de caso analisados, as alternativas ótimas foram encontradas com relativamente 

poucas iterações e baixos tempos de processamentos, demonstrando a rapidez de convergência do otimizador 

proposto. 

A eficiência do otimizador foi comprovada no que diz respeito à quantidade de circuitos planejados e custos 

associados, uma vez que os conjuntos de circuitos planejados e os custos das soluções ótimas são equivalentes aos 

resultados obtidos por métodos exatos e outras metaheurísticas. 

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que o otimizador PERTe-GQPSO pode ser expandido para resolver 

problemas de PERTe com critério de segurança N-1 e problemas de PERTd. 
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